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UNA EXPERIENCIA DE ARTICULACIGN EN RELACION A LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA MEDIADA POR TICS

PROLOGO

Dra. Carolina Gonzalez Velasco, Directora del Instituto de Estudios Iniciales de la UNAJ
Dr. Julian Dércoli, Subsecretario de Politica y Territorio de la UNAJ

De un tiempo a esta parte, la sociedad argentina vuelve a enfrentar la dis-
cusion sobre el valor de lo publico, lo comun y lo colectivo. Nuevas y viejas voces
se alzan para asociarlos a lo vetusto e ineficiente y para reivindicar lo individual y
privado como vectores del nuevo modelo que se pretende impulsar.

Las universidades nacionales han quedado en medio de tal debate; sin em-
bargo, gracias a la movilizacién de los propios universitarios y de la solidaridad de
gran parte de la sociedad, han logrado poner de relieve el lugar que estas institu-
ciones han tenido y tienen en la experiencia de movilidad e integracién social y, por
tanto, en la transformacion de la vida individual y colectiva. Al menos durante las
Ultimas dos décadas, la creacion de nuevas Altas Casas de Estudios, la politica de
becas para estudiantes y la promocién de carreras estratégicas, se convirtieron en
herramientas clave para democratizar el acceso a la educacion superior e impactar
en el cotidiano de miles de jévenes.

Por lo demas, siguen siendo las universidades los principales centros de
produccién y articulacion de conocimientos de las mas diversas disciplinas, cono-
cimientos que siempre buscan de una u otra manera, promover una mejora en la
vida de las comunidades. De hecho, es posible notar un cambio en la concepcién
de los propios universitarios respecto a su rol en la sociedad. Asi, las universidades,
y en particular las del Bicentenario, han hecho del trabajo con y para sus comuni-
dades de referencia un horizonte ineludible.
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Una muestra de lo dicho es el libro que presentamos a continuacion: una
serie de textos que ponen en valor la tarea realizada de manera conjunta entre do-
centes de la universidad y docentes de instituciones educativas de nuestra region.
Se trata de un trabajo colectivo que es el resultado de la apuesta por el dialogo
y el intercambio de experiencias, con el objetivo comun de mejorar la ensefianza
de la matematica y fortalecer el vinculo entre las aulas de la universidad y de las
escuelas. Con la conviccion que esta perspectiva sera la que nos permitird amino-
rar una de las problematicas mas sensibles del sistema universitario argentino: el
abandono de los estudios en el primer afno.

En sintesis, este libro es una muestra de como trabajan nuestras universi-
dades, cual es su compromiso con el derecho a la educacion y con el desarrollo del
conocimiento como bien publico y social, cémo dialogan con otros actores y cémo
buscan que la produccion de esos conocimientos redunde, en este caso, en una
mejora de las experiencias educativas de jovenes de la region. Por todo esto, esta-
mos contentos de presentar esta nueva publicacion de Cuadernos de Vinculacion
gue significa un insumo para nuestra comunidad, pero también un aporte para la
defensa de nuestras universidades nacionales.
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ACERCA DE LA ARTICULACION

Alejandra Almirén

En el marco del Proyecto de Mejora de la Formacién en Ciencias Exactas
en la Escuela Secundaria', las y los docentes de la materia Matematica Inicial del
Instituto de Estudios Iniciales de la Universidad Nacional Arturo Jauretche (UNAJ)
implementamos encuentros de articulacion entre profesoras y profesores de los
dos niveles educativos. Matematica Inicial es una materia que las y los estudiantes
universitarios deben cursar en el primer afilo de todas las carreras que se dictan
en la universidad y tiene por objetivo acercar esta disciplina a la comunidad. Nos
planteamos desarrollar en las aulas una matematica critica, donde se pueda partir
de los saberes previos para potenciarlos y construir nuevos conocimientos. Esta
misma propuesta es la que nos propusimos socializar con docentes de las escuelas
secundarias de la zona. Elegimos trabajar sobre la incorporacién de la tecnologia
a las aulas de matematica, como un desafio que nos invita a repensar nuestras
practicas como docentes en ambos niveles educativos.

El proyecto const6 de dos instancias. En la primera, las y los docentes uni-
versitarios fuimos apropiandonos de las herramientas tecnolégicas (en particular
utilizamos GeoGebra que es un software de geometria dindmica disefiado espe-
cialmente para la ensefanza) para poder producir una serie de problemas y ana-

1 Plan Plurianual mediante el cual la Secretaria de Politicas Universitarias convocé a las Universidades Nacionales
para trabajar en conjunto con las Escuelas Secundarias para promover el mejoramiento de la calidad de la ensefianza de las
Ciencias Exactas, Ciencias Naturales y Tecnologia en ese nivel.
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lizar el impacto de la inclusion de estos recursos en las aulas desde una mirada
particular de la didactica de la matematica. Fueron encuentros donde discutimos
cudl seria el marco teérico que sustentaria el proyecto, leimos bibliografia y ana-
lizamos practicas previas, para generar luego una experiencia de autoformacion
para trabajar los distintos temas y las diversas herramientas que se pueden utilizar
en el aula. A partir de la exploracion, las discusiones y el analisis, desarrollamos
una guia de problemas para poner en practica con las y los docentes de la escuela
secundaria. Esta fue modificdndose encuentro a encuentro a partir de la observa-
cion surgida en cada reunion. Creemos que esta primera etapa fue fundamental
y enriguecedora, ya que nos permitié generar espacios de horizontalidad donde
discutir entre pares e intentar identificar las necesidades existentes en relacién al
uso de las nuevas tecnologias, las transformaciones que se producen en la organi-
zacion de la clase y del lugar que ocupan diversas y diversos actores en el proceso
de ensefianza y aprendizaje.

En la segunda etapa del proyecto se realizé el intercambio entre docentes
de los dos niveles educativos que constd de tres encuentros presenciales anua-
les en la universidad durante tres afios. Fueron conformados grupos de trabajos
donde se analizé y discutié en relacion a los problemas elaborados en la primera
instancia. La dindmica de los encuentros fue comenzar analizando los problemas
propuestos, intercambiando acerca de los distintos tipos de resolucién posible,
los obstaculos encontrados, las posibles soluciones, las distintas herramientas que
brinda el programa GeoGebra, etc.; para luego analizar si era un problema viable
de ser trabajado con las y los estudiantes, cuales serian las modificaciones posibles
para hacerle, qué potencialidad tenia, cudles eran las diferencias o similitudes de
trabajarlo con lapiz y papel o con el software, etc. Un eje importante en todos los
encuentros era pensar nuestro rol docente al trabajar con problemas que ponian
a lay el estudiante en un rol protagénico que construye los conocimientos mate-
maticos. En ese sentido, se pensaban posibles intervenciones docentes frente a
distintas situaciones que podian surgir en el aula al proponer el trabajo con los pro-
blemas compartidos. Luego se socializaba todo lo intercambiado entre los diversos
subgrupos en lo que llamabamos la puesta en comun, de modo de concluir entre
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todas y todos los aportes o limitaciones que nos traia el uso de las tecnologias en
relaciéon a lo expuesto anteriormente.

Rapidamente evidenciamos distintas problematicas en torno a la insercion
de las computadoras en la ensefianza, en relacién con las dificultades operativas
para trabajar con ellas en las aulas (disponibilidad de equipos funcionales, tiempos
de conexion...). Del intercambio fue apareciendo la posibilidad de trabajar con los
celulares de las y los estudiantes. Esta iniciativa potencié nuestro trabajo ya que las
y los docentes manifestaron interés en incorporar los teléfonos como una herra-
mienta Util para el aprendizaje de matematica y correrlo del lugar de distraccion y
evasion de la clase.

Este trabajo, a lo largo de los tres afos que durd el proyecto, fue rompien-
do el prejuicio de la distancia que existe entre ambos niveles educativos y permi-
tiendo que el intercambio fuera cada vez mas significativo. Desde una primera
instancia las y los docentes de la universidad
nos planteamos una articulacion con las
y los profesoras y profesores del nivel
secundario donde pudiéramos inter-
cambiar como pares, rompiendo
con la demanda inicial de in-
formar qué contenidos re-
queriamos en la universi-
dad para el ingreso de
las y los estudiantes
al nivel superior.
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De ese modo, propusimos un espacio horizontal donde compartir las problemati-
cas y alcances que tiene cada persona, para pensar en conjunto qué entendemos
por ensefiar y aprender matematica, cdmo gestionar nuestras clases, qué cambios
en los contenidos matematicos incorpora el uso de las tecnologias, qué nuevos
aspecto hay que tener en cuenta y cuales de los viejos tendremos que revisar y
transformar.

En consecuencia, N0 NOS Propusimos un curso para aprender a usar un
software, en este caso GeoGebra, sino reflexionar acerca de las potencialidades y
limitaciones para su uso en la ensefanza. Por lo tanto, el mismo se utiliz6 como
una herramienta mas (asi como el lapiz y papel) que nos permita acercarnos a la
construccién de conocimientos. Muchas discusiones se centraron en torno a cuales
eran las caracteristicas especificas de la utilizacion de ambos entornos, en funcién
de lo que aportaba cada uno para el objetivo particular de cada problema.

Fue significativo que el intercambio generdé en docentes de ambos niveles
la posibilidad de llevar algun o algunos de los problemas trabajados en los en-
cuentros a sus aulas, para luego compartir la experiencia con el resto del grupo.
En algunos casos, se trataba de docentes que trabajaron por primera vez con la
computadora en sus clases.

En ese sentido, nuestro interés en incorporar la tecnologia en la clase se
centraba en la posibilidad que nos brinda esta herramienta tan disruptiva para
repensar nuestras practicas y redefinir qué entendemos por ensefiar y aprender
matematica. Se hizo evidente en los encuentros que, a partir de contar con este re-
curso, la clase no podia seguir siendo la misma, por ello nos parecié que analizarla
en conjunto nos permitia introducir el modo en que entendemos por hacer mate-
matica con estudiantes protagonistas de su aprendizaje. Para ello, los problemas
propuestos deben invitar a la investigacion para la construccion de conocimiento,
ocupando el y la docente el lugar de acompanante de las y los estudiantes para
incentivar y organizar ese aprendizaje.
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Alo largo de los tres afos que duré el proyecto, fuimos evaluando la pro-
puesta y transformandola. Un recurso que nos resulté muy util para poder hacerlo
fue la produccion y analisis de las bitacoras de cada encuentro. Estas son resefias
que produciamos las y los docentes de la universidad, con la mayor cantidad de
detalle posible para que funcionara como memoria de lo discutido.

Este registro nos permitié, en el corto plazo, la posibilidad de repensar
nuestras practicas en funcion de las demandas que visualizabamos, los obstaculos
gue emergian y las nuevas iniciativas que surgian. Por ejemplo, nos incentivé a
incorporar en las guifas de trabajo un apartado a continuacion de cada problema
al que llamamos “Entre pares”. En el mismo invitdbamos a realizar un analisis
didactico de la situacion problematica para profundizar en los aspectos pedago-
gicos y corrernos del lugar de docentes de la escuela secundaria aprendiendo de
las y los docentes universitarios. En este sentido sostuvimos la idea de que las
y los estudiantes de los Ultimos afios de la
secundaria y de los primeros afios de la
universidad son muy similares, y ambos ﬁ .@
niveles podemos enriquecernos de la >
experiencia del otro. Otra iniciativa
gue fuimos poniendo en practica a
partir del analisis de las resefias fue la
de incorporar los espacios para com-
partir las experiencias en las aulas con
el trabajo de los problemas socializa-
dos en encuentros anteriores.

\/

En el largo plazo, tener las |
bitdcoras de todo el proceso nos
permitié analizar e identificar los
logros obtenidos en funciéon de la
evolucién del intercambio entre las
y los docentes y sus producciones.

¥
\
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Asi mismo, la lectura de estos registros que recuperan las voces de los distintos
actores participantes, habilité no solamente la reconstruccién de lo sucedido sino
gue se convirtié en un recurso que creemos valioso para socializar con todas aque-
llas personas que se dediquen a la ensefianza de la matematica.

En ese sentido, al comenzar el proyecto elegimos trabajar con matematica
y TICs a partir del impacto que el Programa Conectar Igualdad? habia generado
en las escuelas secundarias, leyendo la demanda que existia desde el sistema edu-
cativo en pensar en torno a las dificultades didacticas para la incorporacién de las
TICs en el aula de matematica. Esto se potencié fuertemente durante la pandemia
gue transitamos a lo largo de 2020 y 2021 donde la virtualizacion forzada de la
educacién acentud la necesidad de pensar los recursos tecnolégicos a la hora de
pensar nuestras clases.

A partir de este contexto y de releer las bitacoras producidas en los en-
cuentros de articulacién, encontramos en ellas un insumo que consideramos muy
valioso para realizar este cuaderno de vinculacion. Por ello, en el proximo apar-
tado les presentaremos un pequeno recorrido histérico sobre la incorporacion de
nuevas tecnologias en la educacién matematica para comprender la importancia
de las mismas. Finalmente, en el apartado siguiente, que fue pensado y elaborado
colaborativamente entre profesores de la escuela secundaria y de la universidad,
encontraradn herramientas, discusiones y reflexiones extraidas de esas bitacoras.
En ese sentido, tanto las diversas personas que participaron de los encuentros
podran encontrar sus voces, y los y las lectores y lectoras podran recorrer los
distintos pensamientos que convivieron en cada encuentro. Agradecemos a cada
una y cada uno que particip6 y dio su aporte para enriquecer el analisis que a
continuacion compartimos.

2 Conectar Igualdad fue un programa nacional creado en 2010 que tenia como objetivo dar recursos tecnolégicos
a quienes asistian a las escuelas publicas de gestion estatal de todo el pais para incorporar esos recursos en los procesos de
ensefianza y de aprendizaje.
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LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA
CON RECURSOS TIC

Fernando Bifano y Leonardo Lupinacci

Pensar la ensefanza de la matematica con Tecnologias de la Informacion y
la Comunicacion (TIC) supone primero establecer o considerar el trabajo de las pro-
fesoras y los profesores con los diferentes recursos para planificar y llevar adelante
sus clases. La palabra “recurso” significa, segun su origen, volver a la fuente en
tanto aquello que alimenta la tarea docente. Autores como Adler (2000) conside-
ran el término en un sentido amplio: no solo algo material o concreto como puede
ser un libro de texto o un problema, sino también algo de caracter socio-cultural
como un intercambio con colegas. Lo material y lo socio-cultural constituyen parte
de los recursos. A partir de esta apertura sobre aquello que nutre el trabajo do-
cente, puede entenderse que existe un repertorio amplio de diferentes recursos de
los cuales las profesoras y los profesores/as se valen para pensar y llevar adelante
la ensefianza.

En este marco, la utilizacién de recursos TIC en la ensefanza de la matema-
tica es un tema de estudio desde hace varios afios. Por un lado, emergen a priori
ciertas caracteristicas potentes de estos recursos en cuanto a su uso en las aulas. A
su vez, se abren interrogantes acerca de posibles modificaciones que operan en el
guehacer matematico que estas tecnologias median: ;En qué medida —si es que lo
hacen- se modifican las técnicas de resoluciéon posibles con estos entornos en con-
traposicion de los procedimientos en lapiz y papel? ¢ Tiene sentido plantear, desde
la ensefanza, las mismas tareas que se plantearian en el entorno de lapiz y papel?
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Analicemos estas cuestiones desde una perspectiva histérica. Para la reali-
zacion de una misma tarea las herramientas evolucionan continuamente y la apro-
piacién de las nuevas herramientas no es inmediata, coexistiendo lo nuevo y lo
antiguo durante periodos de tiempo que pueden ser largos (Trouche; 2009), no
solo en el trabajo de célculo cotidiano, sino también en las aulas en cuanto a re-
cursos de ensefanza.

Pensemos por ejemplo en las relaciones trigonométricas. Estas relaciones
se remontan a épocas muy antiguas de la historia de la matematica, siendo que
tanto egipcios como babilénicos estudiaron distintos problemas relacionados con
la trigonometria. En particular, durante los siglos VI'y V a.C., los babil6nicos acu-
mularon gran cantidad de datos astrondmicos, datos que permitieron posterior-
mente a los matematicos griegos la construccién de la trigonometria en cuanto a
cuerpo de conocimiento (Collette, 1985).

Si bien los griegos no conocian lo que hoy determinamos como razones
trigonométricas, utilizaron lineas trigonométricas en formas de cuerdas de arco
de circulos. En ese sentido Hiparco (siglo Il a.C.), considerado el fundador de la
trigonometria propiamente dicha, tomé la herencia de los babilonios en cuanto a
la division del circulo en 360° y desarrollé una tabla de cuerdas precursora de la
tabla de senos.

Sera Ptolomeo (siglo Il d.C.), sobre la base de los trabajos anteriores y del
sistema sexagesimal babilonio, quien desarrolle una tabla de senos propiamente
dicha. Podemos sintetizar los desarrollos de Ptolomeo de la manera siguiente: en
primer lugar obtiene, mediante proporciones geométricas, diferentes relaciones e
igualdades que en notacion actual derivan en lo que conocemos como identidades
trigonométricas; en particular las correspondientes al seno de la suma o diferencia
de dos angulos y al seno y coseno del angulo mitad.

Mediante poligonos inscriptos en circunferencia y sus angulos centrales,
obtiene el seno y coseno de 30° y 36°, obteniendo luego con las identidades ha-
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lladas, el seno y coseno de 6°y 3°. De esta manera obtiene estas relaciones para
todo angulo multiplo de 3°. Realiza luego una aproximacién del seno y coseno
de 1° (con una precision de 5 cifras decimales), lo que le permite calcular, con las
expresiones del seno de la suma y la diferencia de dos angulos, los valores de los
senos y cosenos restantes para angulos enteros (y también para algunas fracciones
de ellos) (Boyer, 1986).

Estas tablas desarrolladas por Ptolomeo se conservan en la actualidad, asi
como la explicaciéon de su construccion y las indicaciones para su uso, convirtiéndose
en la referencia fundamental durante muchos siglos en cuanto a contenido trigo-
nométrico, siendo mejoradas recién a finales de la edad media (Collette, op. cit.).

Asi, tablas de relaciones trigonométricas, tanto las desarrolladas en la an-
tigledad como las posteriores mejoras, se convirtieron en un recurso tanto de
calculo —por ejemplo, para aplicaciones astrondmicas- como en recursos educati-
vos en ambitos académicos. Contando con la referencia de la tabla y con distintas
identidades trigonométricas que pudieran vincular los valores de las tablas, seria
posible encontrar los valores de
las relaciones trigonométricas de
distintos angulos por mas que
ellos no estuvieran expresados
en las tablas. De hecho, versio-
nes modernas de estas tablas
estuvieron muy presentes en la
ensefianza secundaria tanto de
nuestro pais como del
resto del mundo duran-
te gran parte del siglo
XX en cuanto recurso
de calculo —y objeto
de estudio en si mismo

en relacion a su uso-.
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Tabla de Senos y Cosenos de la década de 1960

Por otro lado, desde la década de 1970 fueron surgiendo y popularizando-
se distintos modelos de calculadoras digitales “cientificas” compactas, las cuales
desde los ambitos laborales y técnicos fueron ingresando a los distintos niveles
educativos. Surgia asi un nuevo recurso —en cuanto a instrumento de calculo- que
permitia obtener de manera instantanea diversas relaciones trigonométricas para
cualquier medida de angulo, sin la necesidad de recurrir a una tabla ni a la aplica-
cion de identidades.

CUADERNOS DE VINCULACION
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Durante muchos afos las calculadoras convivieron en el ambito educativo
con las tablas, pero paulatinamente las primeras se fueron popularizando (por diver-
sos factores, entre ellos la reduccién de tamano, el abaratamiento de costos...) reem-
plazando a las técnicas asociadas a la lectura y manipulacion de valores de una tabla.

Una cuestion relevante que se pone de manifiesto en este ejemplo: la in-
sercion de las tecnologias —calculadoras cientificas en el caso presentado- no solo
impactan en las técnicas de calculo y resolucion, sino que operan en la propia razén
de ser de los objetos matematicos a ensefiar. Nos referimos en particular a las iden-
tidades trigonométricas, como por ejemplo las expresiones para calcular los senos o
cosenos de la suma o diferencia de dos angulos. No ponemos en discusién las diver-
sas aplicaciones que estas expresiones puedan tener o los problemas matematicos
gue a través de ellas se puedan resolver. Pero durante mucho tiempo, la razén de ser
de la ensenanza y utilizacion de estas expresiones en la educacion secundaria, estuvo
supeditada a su uso para la lectura de tablas de razones trigonométricas. Asi, a partir
de la lectura de las tablas y la aplicacion de estas expresiones, era posible obtener
razones trigonométricas de angulos cuyas razones no estuvieran explicitadas.

Se trata de una razén de ser que le dio vida antafio en la escuela secundaria
y, eliminada esta vinculacion, el estudio de la obra matematica en si misma se con-
vierte en un monumento (Chevallard, 2013) que uno visita, que es reverenciado
per se y no en funcién de las tareas y los problemas que permite resolver. Para que
dicha obra siga viva en la escuela, habran de encontrarse nuevos sentidos, nuevas
vinculaciones y nuevas situaciones donde la misma tome relevancia.

Presentado este ejemplo histérico, podemos extrapolarlo a la actualidad.
Hoy en dia existe una gran diversidad de recursos tecnolégicos disponibles para que
las y los docentes los seleccionen y adecuen a sus propositos didacticos. En particu-
lar podemos detenernos en recursos de software, los cuales pueden ser utilizados
en distintas plataformas —PC, tablets, celulares...- habiendo sido desarrollados ori-
ginalmente con fines tanto profesionales —las planillas de calculo o los programas
de célculo algebraico- como educativos —los software de geometria dindmica-.
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Esta variedad de software permite la realizacién de diversas tareas de cal-
culo, exploracion y construcciéon de objetos y nociones matematicas. Por ejemplo,
existen en la actualidad aplicaciones para teléfonos celulares que, con solo enfo-
car la cdmara del teléfono sobre una ecuacion escrita a mano sobre el pizarrén o

una hoja, son capaces de dar tanto su resultado como el procedimiento realizado
para llegar a él.

Figura 2

o |
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Aplicacion de celular que permite resolver (paso a paso) las ecuaciones con solo enfocarlas
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¢ Esto supone que este tipo de recursos reemplazara a las técnicas de reso-
lucién de ecuaciones realizadas “a mano”? Consideramos que no necesariamente,
ya que si bien no podemos anticipar como evolucionaran y cual sera su insercién
en el ambito educativo, la resoluciéon de ecuaciones mediante técnicas clasicas
podra sequir viva en tanto posea una razén de ser en los ambitos profesionales y
sociales y, por lo tanto, en los educativos.

Lo que si es posible afirmar es que, de considerar estos recursos para las
practicas de ensefianza, los tipos de tareas a proponer requeriran de cambios res-
pecto a las planteadas para ser resueltas en lapiz y papel. En otras palabras, contar
con un recurso que de forma sencilla y rapida permite obtener la resolucién vy el
resultado de una ecuacion, convierte en una actividad trivial tareas del tipo “re-
solver la siguiente ecuacion”. Seran las y los docentes que seleccionen este tipo
de recursos para el desarrollo de sus clases quienes, de acuerdo a sus propositos
didacticos, deberan vincular el recurso tecnolégico con actividades que permitan
explotarlos didacticamente. En este caso particular, la interpretacion tanto de los
resultados obtenidos como de la informacion devuelta por la aplicacion, podria ser

un eje para el disefio y seleccion de actividades.

Detengamonos ahora en los softwares de geometria dindmica. Estos en-
tornos, donde se incluyen ejemplos tales como Cabri, GeoGebra, CaRMetal, Cin-
dirella y Cassyopée entre otros, tiene como caracteristica distintiva la coexistencia
de elementos propios del dibujo puro y de elementos geométricos. Esto permite
interactuar con los objetos construidos en tiempo real y visualizar las transforma-
ciones en relacion a las propiedades geométricas utilizadas para cada construccion.
Algunos de ellos, como GeoGebra, tuvieron su origen con la intencionalidad de
integrar geometria y algebra. Evolucionando luego con la posibilidad de visualizar
simultaneamente diversos marcos de representacién como el algebraico, el grafi-
co (que incluye geometria métrica y analitica), el numérico (a partir de la planilla
de célculo) y el procesamiento simbdlico o el Sistema de Algebra Computacional
(CAS) (que permite obtener y manipular expresiones algebraicas en una notacién
similar a la estructura matematica convencional).
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Asi, se establecen a priori como las principales caracteristicas de estos en-
tornos para el tratamiento del conocimiento matematico, por un lado por las po-
tencialidades dinamicas y la posibilidad de manipulacién en tiempo real, propician-
do las actividades de experimentacion y conjeturacion; por otro, por su condicion
de conector entre multiples representaciones (permitiendo crear lazos entre distin-
tos marcos), potenciando la visualizacion.

Estas caracteristicas nos invitan a pensar qué tipos de problemas son facti-
bles de ser presentados en estos entornos para explotar didacticamente sus poten-
cialidades. Pensar, dado un conocimiento matematico en particular, en cuales son
las técnicas asociadas a ese conocimiento que son posibles de desarrollar a partir
de estos softwares, analizando también su vinculacion con las técnicas habituales
realizadas con lapiz y papel.
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Precisamente las paginas que siguen son fruto de esas reflexiones. Docen-
tes del nivel secundario y universitario pensando juntos en la inserciéon de la tecno-
logia en la ensefianza de la matematica. Analizando el caso particular del software
de geometria dindmica GeoGebra y cémo el mismo media el conocimiento ma-
tematico. Las lectoras y los lectores encontraran distintas actividades matematicas
—algunas disefadas originalmente para ser resueltas con lapiz y papel y otras es-
pecificamente disefadas para ser trabajadas a partir de la utilizacion del software-,
de las que se desprenden diversos analisis didacticos centrados en la utilizacion de
la herramienta informatica para su resolucion. Andlisis que recuperan las voces de
la diversidad de actores que participaron en los encuentros de articulacién y que,
seguramente, podran ser ampliados, profundizados y resignificados a partir de su
propia experiencia docente y su conocimiento profesional.
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{LOS PROBLEMAS DE LA ARTICULACION?
DOCENTES DE ESCUELA MEDIA'Y
UNIVERSIDAD PENSANDO JUNTOS

Alejandra Almirén, Lorena Cabaiia, Carlos Pintos, Gabriel Santisi y Claudia Sturati

Introduccion

Como docentes intentamos ofrecer a nuestras y nuestros estudiantes di-
versos problemas que les brinden la posibilidad de “hacer matematica”. Los mis-
mos pueden ser Utiles para modelizar ciertas situaciones y de este modo dar un
sustento a los conceptos que deseamos trabajar. Cabe aclarar que no necesaria-
mente un buen problema disefiado para ser trabajado en lapiz y papel también lo
sera para el trabajo con GeoGebra, es por ello que a lo largo de todo este capitulo
intentaremos resaltar en qué ocasiones es conveniente su uso desde una perspecti-
va didactica. Asi como también, en qué casos el uso de las herramientas que brinda
este software enriquece la resolucion de los problemas planteados.

Para la seleccion de las situaciones partimos de la concepcion de problema
que brindan Segal y Giuliani (2008), quienes afirman que para que un problema
genere actividad matematica debe presentar cierta complejidad, admitir distintos
procedimientos y dar lugar a la toma de decisiones. Teniendo en cuenta que no
cualquier enunciado con una pregunta retne estas condiciones.

Los problemas que se presentan a continuacién son solo una seleccion de
los trabajados en los encuentros de intercambios entre docentes de ambos niveles
educativos. En las paginas que siguen expondremos distintas resoluciones que se de-
sarrollaron en ellos asi como diversas reflexiones y aspectos que nos parecen signifi-
cativos compartir. Seguramente las y los lectores podran enriquecer los analisis aqui
presentados, realizar adecuaciones necesarias a los problemas para la presentacion
en sus propios cursos o tomar ideas de ellos para el disefio de nuevas actividades.
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A lo largo de la lectura, por la propia necesidad del uso, iran encontrando
distintas herramientas que nos brinda el software GeoGebra con su correspon-
diente explicacion para facilitar la incorporacion de este recurso en las aulas.

a.  Elintercambio entre docentes

Seleccionamos en este apartado dos problemas de exploracion a partir del
uso del software GeoGebra para poder vislumbrar las diversas posibilidades que
nos brinda el programa para indagar e investigar los conocimientos matematicos.
Veran que el objetivo siempre esta puesto en explorar los conocimientos de esta
ciencia, y no centrados en desarrollar habilidades en el uso de la herramienta.

El Arco Gateway

Partiendo de una imagen de E/ arco Gateway de Eero Saarinen’ analiza-
mos como insertarla en GeoGebra y pensamos entre todos y todas cuales
podrian ser los usos didacticos de las imagenes insertas en el software.

Una opcion posible para insertar imagenes en GeoGebra es seleccionar la
opcién insertar imagen desde la pestana Editar donde apareceran dos opciones:
archivo y portapapeles. Con la primera de ellas se puede acceder a los archivos
guardados en la Pc y con la segunda se puede pegar una imagen copiada previa-
mente de algun sitio Web (Figura 1).

1 El Arco de Gateway es un monumento disefiado por el arquitecto finlandés-estadounidense Eero Saarinen y el
ingeniero de estructuras aleman Hannskarl Bandel que fue inaugurado en 1965 en la ciudad de San Louis, Estados Unidos.
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Fidura 1
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Seleccionar todo Chrl+A

Como insertar una imagen en la vista grafica del programa

Durante la implementacién en el encuentro, socializamos la imagen a tra-
vés de pendrives y una vez que todas y todos contaban con la imagen insertada en
el programa las y los profesores/as se situaron en el rol de estudiantes investigado-
res e hicieron algunas anticipaciones respecto a la imagen.

En un grupo (Figura 2) pensaron que seria una funcién cuadratica la que
podria modelizar la situacién ya que el arco parecia ser una parabola. Luego, fue-
ron verificando si el arco lo era basandose en la busqueda de algunas caracteris-
ticas de esta curva como lo son el eje de simetria y el vértice. Para eso algunos/as
marcaron un segmento en la base del arco, su punto medio y la recta perpendi-
cular al segmento que para por ese punto. Asi encontraron el vértice indicando el
punto donde esa recta corta al arco. Ahi se discutié sobre si encontrando ese punto
era suficiente para determinar que una parabola describia esa curva.
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Figura 2

A partir de los puntos c y d se trazé un segmento y la perpendicular que pasa por su punto medio.
El punto f representaria el vértice de la parabola.

Otras y otros (Figura 3) utilizaron las herramientas de simetria que brinda el
programa. Marcando una recta como el eje de simetria de la parabola que pase por
el vértice, un punto (en la imagen a continuacion lo llamamos E) y un segmento
(g); se puede obtener el punto y segmento simétrico (E'y g°) que deberian coincidir
con el otro brazo de la pardbola. Esto permitié verificar que la curva si tenia un eje
de simetria, pero que eso tampoco alcanzaba para afirmar que era una parabola.
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Figura 3
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Verificacion a través de la simetria axial que se encuentra disponible en el mend como lo muestra la imagen.

Otro grupo de docentes sugirié al conjunto formar una lista de puntos
gue pertenezcan a la supuesta pardbola (Figura 4). Las y los participantes crearon
en sus computadoras listas diferentes ya que se modificaba a partir de marcar
previamente mas o menos cantidad de puntos sobre la imagen; ser mas o menos
precisos; basarse en el centro del arco, sobre el interior o el exterior; diversas cues-
tiones modificaban el resultado. Esto enriquecié la discusién. Una vez marcados
los puntos que pertenecen a la curva descrita por la imagen, se crea una lista de
puntos ingresando en la herramienta Listas y seleccionando todos los puntos. Esta
lista de puntos no se vera en la vista gréafica, pero si podremos reconocer que el
programa los agrup6 en la vista algebraica ya que aparecera el conjunto de puntos
al que llamara por defecto L,.
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Figura 4
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En la vista grafica se puede observar como primero se marcaron los puntos sobre la curva de la imagen, donde
encontrar luego la herramienta Lista, para que finalmente el programa cree en la vista algebraica a L, que se
visualiza en verde en este caso.

Luego, se aprovechd una herramienta que tiene el programa para aproxi-
mar esta lista de puntos a una funcién. Para hacerlo hay que elegir previamente
a qué funcion se va a aproximar. Todos y todas optaron por la funcién polinémica
de grado dos (la parabola). Esto se realiza a través de la barra de entrada del pro-
grama. Ingresando la palabra ajuste, el software ofrece distintas opciones para
realizarlo. Por ejemplo para obtener el ajuste a una funcién cuadratica, se debe in-
troducir AjustePolinémico [L_1, 2], donde L_1 es la lista de puntos antes creada,
y 2 es el grado del polinomio al que se desea ajustar dicha lista (Figura 5).

I CUADERNOS DE VINCULACION




— UNA EXPERIENCIA DE ARTICULACIGN EN RELACION A LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA MEDIADA POR TICS

Figura 5
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En la imagen se muestra como se ingresa en la barra de entrada el ajuste de los puntos a la funcién polindmica,
cOmo aparece en la vista algebraica -f(x)- y en la grafica.

Al observar que el vértice no coincidia con el arco, se probaron distintos
ajustes de la lista de puntos con otras funciones. Se visualizé que funciones poliné-
micas de otros grados modelizaban mas certeramente la construccion (Figura 6).
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Figura 6
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g(x) es la funcién polindmica de grado 4 que modeliza la curva del Arco. La funcién cuadratica esta oculta en la
vista grafica para permitir una mejor interpretacion.

Una cuestion a considerar es que la construccion del arco se corresponde
con una curva catenaria y no con una polinémica, informacién que fue socializada
adrede al final del encuentro, por lo que la discusién giré en relaciéon a las carac-
teristicas que tiene una funciéon cuadratica, qué elementos son necesarios y cudles
fundamentales, la posibilidad de aproximacién que brindan las herramientas del
software y todos los conocimientos que se ponen a disposicion a partir de la inves-
tigacion realizada.

El intercambio posterior se dio en torno a la posibilidad de trabajar con fun-
ciones polinémicas de mayor grado en las aulas, su facil representacion a través del
software y su correspondiente férmula que puede identificarse en la vista algebraica.
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También se intercambi6 sobre la posibilidad de recuperar las caracteristicas
de la funcion cuadratica desde otra perspectiva que la tradicional.

La incorporacion de imagenes en el programa fue un disparador para pen-
sar distintos tipos de problemas donde incluir el uso de los celulares para que los/
as propios/as estudiantes pueda tomar fotografias para luego analizarlas, tanto en
relacion con la busqueda de expresiones funcionales que modelicen lo fotografia-
do, como también en relacién con otros contenidos matematicos. Tal es el caso de
las herramientas de movimientos en el plano que ofrece el software, herramientas
gue permiten por ejemplo analizar las simetrias de las imagenes estudiadas.

Los enamorados y el caracol

Un isleio que vive en la isla A quiere ir a visitar a una islefa que vive en
la isla B. El islefo enamorado no quiere llegar con las manos vacias por lo
tanto decide que antes de llegar pasara a buscar un caracol de la costa C
la cual se encuentra “repleta” de ellos. Para esto el islefio recorre un tramo
a y luego otro b como indica la figura. A

T

¢A qué punto de la costa debe
dirigirse, de modo que el recorri-
do (a+b) sea el minimo posible? —
iCobmo podemos representarlo
como una funcién? ; Qué variables
tendrias en cuenta?
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Para este problema que admite diversos procedimientos de resolucion, el
trabajo grupal y la discusion de las multiples variables puestas en juego resulta-
ron fructiferos en los encuentros realizados. Exponemos aqui algunas resoluciones
planteadas en esos encuentros.

Un grupo de profesoras y profesores (Figura 7) comenz6 a explorar la si-
tuaciéon directamente con GeoGebra de forma geométrica, ingresé dos puntos
llamados Ay B, una recta que pase por dos puntos C y D, luego un punto E sobre
la recta que seria el lugar de la playa donde el enamorado recogeria el caracol para
su enamorada.

Luego ingresaron dos segmentos, uno de extremos AE y otro de extremos
EB. En la vista algebraica se brinda la longitud de cada segmento que el programa
llamé “g” y “h"” respectivamente. La suma de ambas longitudes serfa la longitud de
recorrido que debe hacer el enamorado. Para obtenerla ingresaron en la barra de en-
trada “d=g+h" obteniendo en la vista algebraica la distancia total que debe recorrer.
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En la parte superior de la vista algebraica se puede observar la longitud del camino a realizar.
Al mover el punto E asociado a ella, se encontrara la posicion deseada cuando d sea menor.
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Observemos que en este caso se trabaja de forma geométrica en el plano sin
sistema de referencia en ejes cartesianos, aunque GeoGebra brinda la informacion al-
gebraica en la columna de la izquierda con sistema de referencia. Trabajar con la hoja
lisa, la cuadricula y/o los ejes de coordenadas es una eleccion que te brinda el pro-
grama y condicionara o no el trabajo matematico seguiin cada problema en particular.

Lo que hicieron las y los profesores fue ir moviendo el punto E sobre la recta
“playa” e ir observando qué sucedia con la longitud “d"”, encontrando una aproxima-
cion de cual deberia ser el punto de la playa conveniente para el enamorado.

Una variante que aparecio para la anterior resolucién fue registrar la longi-
tud de los segmentos AE=g, EB=h y AE+EB=d en la vista Hoja de Calculo que brinda
el programa (Figura 8). Una vez abierta esta ventana sobre la vista gréfica se debe
hacer click derecho en cada uno de los segmentos que queremos registrar su lon-
gitud y seleccionar entre las opciones que nos brinda “Registrar en Hoja de Calcu-
lo”. Al mover el punto E y estar activado el registro, el propio programa ird comple-
tando la hoja de calculo. Sera entonces interesante agregar en la tercera columna
la suma de ambos segmen-
tos para luego encontrar el

menor valor e identificar
cual es el camino mas
conveniente.
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Asi se observara el registro en la hoja de calculo una vez que se mueva el punto E sobre la recta “playa”

De esta forma podemos comparar las distintas longitudes, que aparecen
en la Hoja de Calculo en la columna derecha de la pantalla, para aproximar la posi-
cion del punto “E” donde el enamorado realizara el recorrido de minima longitud.

En otro grupo de trabajo, a partir de la exploracion y a través del intercam-
bio, las y los profesoras y profesores (Figura 9) se dieron cuenta que el punto “E”
solucion se podia obtener mediante una construccion geométrica para cualquier
disposicion de los puntos A, By la recta “playa”. Si consideramos el punto simé-
trico al punto A con respecto a la recta “f” playa utilizando la herramienta sime-
tria axial, que el programa llama A", y luego se considera la recta que pasa por
los puntos A’y B, la interseccién entre dicha recta y la recta “f” playa es el punto
solucién que el programa llama F, es decir, es el punto por donde deberia pasar el
enamorado para recorrer la minima distancia. Ya que la minima distancia entre dos
puntos esta dada por la recta que pasa por ellos.
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Encontrar el punto F solucién utilizando la herramienta de simetria axial

Al mover tanto los puntos A y B en el plano como la recta “playa”, el
punto F se movera acorde al resto y seguira siendo siempre el lugar por donde
debe pasar el enamorado a recoger el caracol para recorrer la minima distancia
hacia su enamorada.

Otro grupo de profesores y profesoras decidié comenzar a plantear la re-
solucion del problema utilizando hoja, lapiz y el concepto de distancia entre dos
puntos en el plano.
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Para ello dibujaron un sistema de referencia con ejes cartesianos donde
consideraron la costa como el eje de abscisas en donde estaria el punto “C"” que
lo determinaron C=(x,0) y dos puntos fijos (pero sin valores a sus coordenadas)
A=(x,,y,) y B=(x,.y,).

La formula que plantearon para analizar la situacién es la siguiente:

d(x) =/(r; — )2+ y12 + /(0 — x)2 + 3,2

Dicha férmula determina la distancia total que recorreria el enamorado en
funciéon de “x=el lugar de la costa donde el enamorado toma el caracol”.

Luego decidieron hallar la derivada de la funcién “d” para poder encontrar
el minimo absoluto de la misma, pero dicha derivada quedaba muy compleja de
analizar, entonces decidieron dejar por un momento esta propuesta e intentaron
pensarlo de otra forma.

Hasta aqui las y los docentes de este grupo no utilizaron el programa GeoGe-
bra para modelizar la situacion. Los recursos que les permitian el lapiz y papel a través
de calculos algebraicos no les parecian validos para trabajar con sus estudiantes.

Se concluyé en la puesta en comun con las y los profesoras y profesores
presentes en el encuentro que resolver este problema sélo con hoja y lapiz es bas-
tante complejo y no permite explorarlo de tal forma que emerjan las relaciones
geomeétricas que existen entre los objetos involucrados. Asi mismo, se analizé que
la utilizacion del programa GeoGebra permite explorar el problema de una forma
distinta, dindmica, que favorece una exploracién donde emergen propiedades y
relaciones entre |los objetos involucrados. Al mismo tiempo, la utilizacion del pro-
grama permite explorar la validez de afirmaciones o conjeturas que van surgiendo
durante la resolucion del problema. Para llevarlo al aula con estudiantes de nivel
secundario se podria entregar el problema en una fotocopia, o con la disposicién

I CUADERNOS DE VINCULACION



UNA EXPERIENCIA DE ARTICULACIGN EN RELACION A LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA MEDIADA POR TICS

de puntos isla y recta playa en el programa de GeoGebra sin sistema de referen-
cia o con sistema de referencia. En cada caso pueden favorecerse distintos tipos
de resoluciones: de forma geométrica y/o funcional, solo de forma geométrica o
solo de forma funcional respectivamente. Se considerd que es un problema para
plantearlo con estudiantes que ya hayan trabajado con el programa GeoGebra
en otros contextos. Y por ultimo se concluy6é que es un problema que habilita la
construccion y la exploracion de modelos matematicos, es decir, habilita hacer
matematica en el aula.

b. Como podriamos llevar algunos de estos problemas al aula

A continuacién les presentaremos algunos problemas a partir del analisis
didactico que pudimos hacer conjuntamente entre docentes de los dos niveles
educativos. Entre profesionales de la educacion nos debatimos en todos los casos
cdmo, cuando, en qué condiciones podriamos llevar estos problemas al aula con
nuestras/os estudiantes.

Los parametros de la funcion cuadratica

Partiendo de una funcion cuadratica f(x)= ax? + bx + ¢
1. Graficar f(x)= x2 como funcidn testigo. Luego graficar las funciones:

a) fix)= 2 x2 b) f(x)= 0.5 x2
c) f(x)=-2 x2 d) f(x)=- 0.5 x2

¢Como repercute en la gréfica la positividad o negatividad del parametro
analizado?

¢ Qué variacion le encontras a la grafica a medida que el parametro “a”
aumenta o disminuye?
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2. Una vez apropiado el parametro “a” y sus variaciones pasamos a analizar
cémo repercute en las graficas las variaciones del parametro “b”

Partiendo de una funcion cuadratica de la forma f(x)= x2 + 1, graficarla
como funcion testigo y fijando los parametros a y ¢, graficar las funciones:
a) fx)=x2+2x b) f(x)=x2 + 3 x

) fx)=x2-2x d) fix)= x2-3x

¢Coémo repercute en la grafica la positividad o negatividad del parametro
analizado a medida que este aumenta o disminuye?

3. Ya vimos como se van modificando las graficas a medida que varian los
parametros a y b. Ahora veremos qué cambios produce a en la parabola la
modificacion del parametro “c”.

Partiendo de una funcion cuadratica de la forma f(x)= x2, graficarla como
funcion testigo y fijando los parametros a y b, graficar las funciones:

a) fix)=x2+ 2 b) f(x)=x2+ 3
c) flx)=x2-2 d) f(x)= x2-3

¢Coémo repercute en la grafica la positividad o negatividad del parametro
analizado a medida que este aumenta o disminuye?
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Este problema fue trabajado en el primer encuentro con docentes de se-
cundaria durante el segundo afno de trabajo. Originalmente pensado para trabajar
con alumnas y alumnos de tercer o cuarto afio de secundaria, tiene la particulari-
dad de poder ser estudiado con minimos conocimientos del software. A priori, solo
requiere la introduccion de férmulas en GeoGebra. Esto puede realizarse desde la
Barra de Entrada del programa, utilizando una sintaxis analoga a la habitual en

lapiz y papel.

El objetivo de este problema es brindar a las y los estudiantes la posibilidad
de explorar y visualizar las variaciones de las gréaficas de la funcion cuadrética a
medida que se van modificando los parametros a, b y c. Para ello, se propuso el uso
del GeoGebra como herramienta facilitadora de la tarea, ya que gracias a su uso se
pueden generar varias graficas en un mismo sistema de ejes cartesianos agilizando
el tiempo que demanda la construcciéon en lapiz y papel. La idea es que las y los
estudiantes descubran y se vayan apropiando de los conocimientos matematicos
mediante la exploracién dinamica que el programa le brinda.

Con la primera parte del problema se espera que logren observar la exis-
tencia de dos tipos de variaciones en los graficos solicitados al compararlo con el
grafico testigo:

e En los graficos en donde el coeficiente del término cuadratico es mayor
a cero la parabola tiene concavidad positiva y en cambio en aquellos
donde el coeficiente es menor a cero la concavidad es negativa.

e A medida que el coeficiente del término cuadratico crece, el grafico de
la funcion se comprime hacia el eje de las ordenadas; en cambio, si el
término cuadratico se ve afectado por un coeficiente mayor que cero
pero menor que uno lo que sucede es que a medida que este se hace
mas pequefio el comportamiento de la funcion se expande hacia el eje
de las abscisas.
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Mientras las y los estudiantes resuelven, la o el docente podra monitorear
el trabajo de los diferentes grupos. Ante la posibilidad de que algun/a alumno/a o
grupo se encuentre obstaculizada, podra intervenir proponiendo la realizacion de
algun grafico con un parametro distinto a los utilizados, ejemplificando la idea que
se pretende trabajar y ayudando a las y los estudiantes a llegar a las conclusiones
deseadas. También podria entablar un didlogo brindando cierta informacion, para
gue la tarea se reanude recurriendo a preguntas orientadoras, a una nueva lectura
de la situacion, a la evocacion de situaciones anteriores que tengan relaciéon con
el problema. Resulta interesante agregar en qué momento seria importante hacer
una puesta en comun para continuar con las y los estudiantes desde la misma base
y avanzar con el resto del problema.

En la imagen que se muestra a continuacion (Figura 10) se puede observar

el grafico de la funcién testigo denominada f, junto a los gréaficos de las demas
funciones solicitadas (g, h, p, ).
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La imagen muestra cémo se veria una posible resolucion de la consigna 1 del problema
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La decision de utilizar distintos colores podria ayudar a una mejor visualiza-
cion de las variaciones que se producen. Una opcién para realizar el cambio de co-

lor es situar el cursor sobre la férmula de la funcion en la vista algebraica o sobre
la curva en la vista grafica y hacer click con el botén derecho. Se desplegara una
lista de opciones —-menu contextual- de la cual se debe seleccionar “propiedades”.
Una vez realizado este paso, apareceran otras propiedades en una nueva ventana
de didlogo emergente, entre las cuales se puede seleccionar el color deseado como
se muestra en la siguiente imagen (Figura 11). Es interesante observar que el gra-
fico en la vista grafica y su correspondiente féormula en la vista algebraica llevan el
mismo color lo que ayuda a identificarla rapidamente.
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Coémo cambiar el color de un objeto en GeoGebra
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Para la seqgunda parte del problema, se espera que las y los estudiantes
observen que, al variar el parametro b, lo que cambia es la posicion del vértice de
cada parabola. Las/os estudiantes podrian arribar a las siguientes conjeturas: la
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posicion del vértice de los graficos, cuando b > 0, se desplazara hacia la izquierda
respecto de la funcién testigo. En cambio, cuando el valor de b < 0, el desplaza-
miento sera hacia la derecha. En ambos casos (y siempre en relaciéon con la funcion
testigo), a medida que el valor absoluto de b aumenta, la ordenada del vértice de
la parabola decrece.

Lo anterior permitiria abrir nuevos interrogantes, como por ejemplo ;cual
es el lugar geométrico descripto por los vértices de esas parabolas obtenidas al va-
riar el coeficiente b? Como sabemos, dicha variacién no es lineal (como por ejem-
plo si lo es la ocurrida al modificar el pardmetro ¢ que veremos a continuacién).
Por lo tanto, dependera del afio de implementacion y de los propositos didacticos
plantear o no este interrogante.
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Como se veria una posible resolucion de la consigna 2 del problema
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Finalmente, con la consigna 3 (Figura 13) se espera que adviertan que en el
grafico se observa un desplazamiento vertical de las parabolas, es decir la ordena-
da del vértice aumenta si C > 0y disminuye si C < 0, respecto de la ordenada del
vértice de la funcién testigo.
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Como se veria una posible resolucion de la consigna 3 del problema

Luego de la puesta en comun se espera llegar a una conclusién final como la
siguiente: “Los coeficientes b y c trasladan la parabola a izquierda, derecha, arriba o
abajo. Si a > 0, las ramas van hacia arriba y si a < 0, hacia abajo. Cuanto mas grande
sea el valor absoluto de a, mas cerrada es la parabola”. La idea es que cada grupo
mejore o corrija sus producciones tras la exposicion frente a sus compaferas y com-
paferos, dicha exposicion podran realizarla algunos de los grupos que la o el docente
seleccionara segun las diversas producciones. En general se torna importante partir
de aquellas que no estén acabadas para poder seguir construyendo en conjunto los
conocimientos, porque suele suceder que si quienes exponen primero ya tienen la
solucion final, quienes no arribaron a las mismas pierden la posibilidad de pensarla'y
anulan lo hecho previamente para tomar lo expuesto como lo Unico valido.
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Un ejemplo de la diversidad de resoluciones posibles, se dio precisamente en
los encuentros de articulaciéon. En la puesta en comun realizada, un grupo mostré
coémo utilizando distintos colores se podian diferenciar mejor las funciones, otro uti-
lizb deslizadores para cada uno de los parametros. Un ultimo grupo utilizé desliza-
dores en los tres parametros al mismo tiempo, mostrando también el uso del rastro.

La herramienta deslizador, disponible en la barra de herramientas, permi-

te establecer un valor numérico variable (en el rango que se desee establecer) que
puede modificarse en tiempo real (Figura 14).
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Imagen de la funcién asociada a un deslizador

La imagen anterior nos muestra a una funcién cuadratica donde el coefi-
ciente a depende de un deslizador. Podemos observar en la vista algebraica a este
ultimo con el nombre a y a la funcién asociada a ella. En la vista grafica se observa
el deslizador al cual se puede ir moviendo y cambiando su valor al mismo tiempo
gue cambiara la grafica de la funcion.
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El rastro es una huella que pueden dejar los distintos objetos geométricos
cuando ellos se desplazan por la pantalla. Puede activarse desde el menu contex-
tual de cada objeto.

Asi, combinando ambas opciones en este problema (deslizador y rastro), es
posible modificar la expresion de la funcién mediante el primero, obteniendo en
tiempo real la huella del desplazamiento de los sucesivos graficos.

Frente a esto Ultimo, discutimos que el uso de estas herramientas en ciertos
problemas, puede llegar a dificultar la visualizacion de los objetos matematicos en
juego, en vez de aportar al aprendizaje. Al activar la opcion dejar rastro (Figura 15)
se ven tantas funciones a la misma vez que podria ser dificil interpretar qué es lo
que varia y cémo lo hace.
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Se puede observar como el rastro puede dificultar la identificacion de las distintas funciones a comparar
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En cuanto al uso de los deslizadores observamos que no permitiria tener
una funcién de referencia ya que al mover el deslizador se pierde la grafica origi-
nal. Una opcioén es dejar una funcion fija y construir otra con un deslizador, siendo
una variante Util para este problema, ya que de este modo se podrian visualizar las
variaciones de una forma mas clara.

En resumen, en cuanto al uso de herramientas podemos afirmar que en
algunas oportunidades utilizarlas agilizan los tiempos de exploracién y en otras
podria ser perjudicial para el objetivo de la actividad.

Bacterias

Para el desarrollo de una nueva formula un laboratorio esta estudiando un
nuevo cultivo. Han determinado que las bacterias que se utilizaran se repro-
ducen triplicando su cantidad cada hora. Se inicia un campo de cultivo con
veinte bacterias a las 8:00 horas.

a) ¢Cuantas bacterias habra luego de una hora? ;de 4? ;y de 10?

b) ;Cuantas bacterias habra a las 13:45 h?

¢) Encontra un modelo matematico que se adecue al crecimiento de esta
colonia de bacterias. Luego grafica la funcion encontrada en el Geogebra.

d) Todos los datos obtenidos anteriormente, ¢coinciden con la grafica?
Ja qué crees que se debe esto?
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La riqueza que brinda este problema reside en que los distintos items habi-
litan diversas resoluciones, ya sean validas o no. Las mismas favorecen la aparicion
de diferentes posturas que permiten plantear discusiones matematicas entre estu-
diantes en una posible puesta en comun y/o entre pares durante la resolucién en
pequefios grupos.

Por otro lado la situacién planteada les permite a las y los estudiantes co-
menzar a dar respuesta a los distintos items, mediante distintas resoluciones, sin
ninguna instruccion previa por parte de la o el docente, es decir que es un proble-
ma que pueden resolver a partir sus conocimientos previos.

En el item a) se espera que las y los estudiantes pongan en juego las opera-
ciones matematicas involucradas para dar respuesta al problema y vayan analizan-
do el comportamiento de la situacién. Es por eso que se solicita cantidad de cultivo
de bacteria para horas enteras transcurridas.

Para la primera hora: 20x3=60. Obteniendo 60 bacterias al transcurrir
una hora.

Para 4 y 10 horas transcurridas es posible que las y los estudiantes calculen
la cantidad de bacterias hora a hora hasta llegar a la cantidad de bacterias en las
horas solicitadas. Puede ser que lo hagan directamente con la calculadora sin dejar
registro de resultados intermedios, en tal caso la o el docente podria sugerirles
que anoten la cantidad de bacterias que van calculando aunque no lo solicite el
problema, como asi también dejen registrado en la carpeta los calculos que van
realizando paso a paso.

Para la resolucion del item b) en donde se solicita la cantidad de cultivo
de bacteria para una cantidad no entera de horas transcurridas, (13:45 h) es decir
5 horas 45 minutos transcurridos, o 5 horas y tres cuartos, o 5,75 horas transcu-
rridas, las y los estudiantes pueden encontrar ciertas dificultades. En particular, si
para hallar lo solicitado se basan en las misma estrategias utilizadas para el calculo
de valores enteros.
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Algunas resoluciones esperables en este caso, no necesariamente correctas
y en general basadas en procedimientos proporcionales, son:

) Apoyandose en la cantidad de bacterias de 5 h (4860 bacterias) y 6 h
(14580 bacterias) transcurridas, tomar la diferencia entre 4860 y 14580 (14580-
4860=9720), a dicha diferencia calcular las tres cuarta parte y sumarla a 4860
(9720x3/4 +4860= 12150). En este caso a las 5:45 h transcurridas habria 12150
bacterias.

II) Dividiendo por 60 (minutos en una hora) la diferencia de cantidad de
bacterias entre 5 h y 6 h transcurridas, para hallar la cantidad de bacterias en 45
minutos:

Diferencia de cantidad de bacterias dividido 60 (9720/60=162) entonces
en 45 minutos (162 x 45=7290) mas la cantidad de bacterias a las 5 h transcurridas
(7290+4860= 12150).

En este caso a las 5:45 h transcurridas habria 12150 bacterias.
IIl) Regla de tres simple:

5h 4860 bacterias
575h___ x=15,75x4860/5= 5589 bacterias

IV) Otro caso de regla de tres:
6 h 14580 bacterias
575h_ x=5,75x14580/6=13975,5 bacterias

En estos casos, serfa interesante que la o el docente no exponga el error en
las resoluciones, para brindar la posibilidad de que sean las y los estudiantes quie-
nes luego puedan constatar estos resultados con los obtenidos en las siguientes
instancias de resolucion del problema.
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En el item ) se solicita a las y los estudiantes que encuentren un modelo
matematico, es decir una expresién o formula, que permita calcular la cantidad
de bacterias en funcién de las horas transcurridas. Es posible que propongan la
siguiente formula apoyados en las resoluciones de los anteriores items:

Cantidad de bacterias en una cierta hora = (cantidad de bacterias en una
hora anterior) x 3

Para verificar si es valida esta féormula la o el docente puede proponer una
puesta comun en donde se discutan las formas de resolucion del item a) y que
plantee ordenar en una tabla los datos que las y los estudiantes vayan arrojando.

Una vez que se compruebe la validez de la férmula planteada anteriormen-
te seria interesante poner en discusion las limitaciones que tiene. La o el docente
podria preguntar por ejemplo, en el caso de que se quiera calcular la cantidad de
bacterias para 100 h transcurridas, deberia tener informacion de la cantidad de
bacterias transcurridas las 99 h y para 99 h, ;qué cuentas deberia hacer?

Tras las posibles respuestas brindadas a las anteriores preguntas se podria
arribar a algunas conclusiones como las siguientes: la cantidad de veces que mul-
tiplicamos por tres desde la cantidad inicial coincide con las horas transcurridas y
que multiplicar por tres reiteradas veces es una potencia de base tres. Para llegar a
estas conclusiones la o el docente podria preguntar: ; Cuantas veces multiplicaron
por tres desde la cantidad inicial para obtener la cantidad de bacterias a las 4 h
transcurridas?, ¢y a las 10 h?, ;con qué otra operacion podriamos resumir la mul-
tiplicacion reiterada del tres?

Una sugerencia es escribir lo discutido en la tabla anterior donde se puede
ir agregando una columna con los calculos que ayudaron a resolver, por ejemplo:
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Horas transcurridas

Calculos que ayudan a resolver

Cantidad de bacterias

0 20

1 20x3 60

2 60x3 = 20x3x3 180

3 20x3x3x3 = 20x3? 540
4 20x3x3x3x3=20x3* 1620
5 20x3° 4860
6 20x3° 14580
7 20x3’ 43740
8 20x38 131220
9 20x3? 393660
10 20x3™ 1180980

Luego la o el docente puede devolver a las y los estudiantes nuevamente
la consigna de proponer una féormula para calcular la cantidad de bacterias en fun-
cion de las horas transcurridas para arribar a la siguiente féormula:

B(t)=20x3! , siendo B la cantidad de bacterias y t el tiempo transcurrido.

Una vez consensuada la féormula se les propone utilizar el GeoGebra para
analizar la grafica que arroja y pensar el item d).

Para introducir una funcién en GeoGebra, hay versiones en las cuales el
software solo reconoce a las funciones con nombre “f” y a la variable independien-
te como “x”. En tal caso se puede introducir en la barra de entrada f(x)=20*3*, de
acuerdo a la sintaxis del software. Hay otras versiones de GeoGebra que reconocen
funciones con otros nombres para las variables. En tal caso se podria ingresar en
la barra de entrada b(t)=20*3". Es importante que tanto las y los docentes como
las y los estudiantes sepan de la existencia de distintas versiones del software para

poder llevar adecuadamente el trabajo colaborativo del grupo.
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Lo primero que se ve en la pantalla de GeoGebra al ingresar la funcion es
lo siguiente:

Archivo Edda Vista Opciones Herrameentas Ventana Aywda

DRENETEEERNEE

L3 Uﬁ.l.a.Aqubfm. >/ F Vista Grafica
Funcsdin []
& bit) = 20.3

Entrada:

Vista gréfica de la funcion que modeliza el problema

Para poder analizar el item a) la o el docente puede proponer encontrar en
la grafica los datos hallados para t=4 y para t=10. En este caso lasy los estudiantes
se encontraran con la necesidad de correr y/o modificar el zoom de la gréafica o la
escala de los ejes.

Para poder cambiar la escala se puede utilizar el comando escala “Eje x:Eje
y"” que se puede seleccionar haciendo click derecho y buscando la opcion deseada.
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Para corroborar los puntos obtenidos en los items anteriores se puede in-
gresar los puntos encontrados en la grafica a través de la barra de entrada y obser-
var si pertenecen a la funciéon. Otra forma de ingresarlos es la siguiente: A=(1,b(1)),
B=(4,b(4)), C=(10,b(10)), D=(5,75,b(5,75)), respetando la sintaxis para que el Geo-
Gebra pueda entenderlo segun convencion de programacion. De este modo, se
tendra que verificar a través de la expresion de los puntos en la ventana algebraica
si la funcion para cada uno de los valores de la variable independiente coincide con
los calculados anteriormente (Figura 17).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

AN~ B OO L=zl &
* Vista Algebraica S F Vista Grafica
Fungicn | 2000
® b(t) = 20-3 0
MNumero
a= 60 110
© = 1620
d = 1180880
e = 11078.4043 [ 8000
f = 11078.4043
Purita
& A= (1, B0) 000
® B = (4, 1620)

& C = (10, 1180980)
® D= (575 11078.4043) | 4000
P00
M.t
=T =1 - o i i:, i
Entrada:

Se observan los puntos que pertenecen a las curva, encontrados antes analiticamente

Otra opcién similar es introducir los puntos encontrados en los items ante-
riores y mirar si pertenecen o no a la curva.
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En esta instancia se podria discutir con las y los estudiantes sobre el creci-
miento rapido de la funcién a medida que pasa el tiempo, qué pasaria si uno se
propone hacer con lapiz y papel el grafico de la funcion teniendo en cuenta los
datos obtenidos, si es 0 no una gréfica lineal, corroborar los datos obtenidos en los
anteriores items mirando la grafica y evaluando la funcién con GeoGebra.

Es interesante que las y los estudiantes pueden contrastar los resultados
obtenidos con lo que arroja el programa para las 5,75 hs transcurridas y devolver-
les por qué no coincide con las cantidades obtenidas, discutiendo también pre-
viamente la necesidad de pasar las horas de sexagesimal a decimal para que el
programa lo pueda entender, ; Qué cuentas realizaron?; entonces ;al hacer dichas
operaciones estariamos pensando que el crecimiento del cultivo de bacterias es
“parejo” o siempre “igual” minuto a minuto o “igual” cada 15 minutos? Si la
situacion tiene un crecimiento parejo o igual, entonces, ;cémo seria la grafica?

El objetivo es que las y los estudiantes puedan identificar que la situacion
no tiene un crecimiento lineal, sino que es cada vez mayor y que en este caso se lo
llama crecimiento exponencial. También seria necesario asociarlo al tipo de férmula
gue la modeliza.

Finalmente podemos concluir que algunas de las razones por la cual este
problema es interesante para trabajar con estudiantes son que les posibilita la re-
solucion de forma auténoma o con pequeias intervenciones de la o del docente;
habilita recuperar estrategias de resolucién para otras situaciones y el analisis de
la potencialidad o limitaciones de dichas estrategias para nuevas situaciones; per-
mite relacionar a una funcion en diferentes expresiones; favorece la contrastacion
de datos obtenidos analiticamente con los brindados por GeoGebra; habilita la
discusion entre pares en pequefios grupos y/o puesta en comun e introduce a la
construccion de conceptos relacionados con modelos exponenciales.




UNA EXPERIENCIA DE ARTICULACIGN EN RELACION A LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA MEDIADA POR TICS

Intercambios, ;favorables?
El sefior A le propone al sefior B la siquiente transaccion:
Ale dard a B $1 el primer dlia del mes y cada dlia le dara $1 mas que el anterior.

Ble darda A $ 0,01 el primer dia del mes y cada dia le dara el doble de lo
que le dio el dia anterior.

a. ¢A cudl de los dos te parece que le conviene este trato? ;Siempre? ;Por qué?

b. Completa el siguiente cuadro:

Dia Recibe A ($) Recibe B (%)
1
5

0,01

1
002 2
0,04 3
0,08 4

2
3
4
6
7
8
9
X

C. A partir de una cantidad de dias cambia el beneficiado, ;cuando creés
que es? ;Como podés darte cuenta?

d. Grafica ambas funciones en enGeoGebra y volvé a responder las consignas
anteriores.

e. Analiza para quién es conveniente este trato y en qué condiciones de
tiempo.
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Hemos elegido trabajar con este problema porque aparece en el Disefio
Curricular para la Educacion Secundaria de quinto afio de Matematica Ciclo Supe-
rior del ano 2011, y también porque puede ser utilizado para confrontar las dife-
rencias entre una situacion que varia en forma lineal respecto de otra que cambia
exponencialmente. Nos resulté interesante analizar qué cambios aparecen y qué
aporta el tratamiento con el software en funcién de la resoluciéon que se hace ha-
bitualmente con lapiz y papel.

Notamos al poner en circulacién este problema, que en la primera consig-
na se incorpora un desafio particular al ejercicio: es muy probable (hay que estar
atentas/os) que las primeras respuestas que arriesguen surjan desde el “sentido co-
mun”: que crean que conviene la que parte de 1% (lineal) y no la de los centavitos.
O sea, pensar que una variacion uniforme con una buena cantidad es mejor que
arrancar con muy poco aungue con una variacion que se incrementa exponencial-
mente. Luego se buscara aprovechar el caracter contraintuitivo de la matematica,
guebrando la loégica de respuesta facil desde el sentido comin y mostrando el
crecimiento veloz en los modelos exponenciales.

Con este modo de trabajo las y los docentes irian desarrollando la capaci-
dad de abrir enigmas (o problemas) que interroguen los saberes de las y los estu-
diantes, que, por una parte, las o los desafien y que, por otra, les abra el camino
para avanzar en su resolucion.

La resolucion de la consigna b) apunta a completar una tabla de valores,
mediante la resolucién de calculos sencillos, hasta llegar al ultimo renglén donde
se busca que a partir de lo registrado encuentren alguna posible regularidad.

En el caso del sefior A que siempre le da a B la misma cantidad puede cal-
cularse a través de la formula f(x)= x, siendo x los dias transcurridos desde el primer
dia del mes.
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En cambio, para calcular el dinero que le dara el sefior B a A, puede que
les resulte mas complejo encontrar la regularidad, por lo que una intervenciéon
docente posible podria ser que escriban los calculos que realizaron para encontrar
esos resultados. Al observar que siempre se multiplica por dos y que la cantidad de
veces que se hace al doble coincide con la cantidad de dias transcurridos, se espera
gue puedan llegar a la siguiente expresion: f(x) = 0,01 . 2~

Luego, para resolver la pregunta c), es necesario que todas y todos puedan
contar con la formula (a las y los que no llegaron habra que ayudarlos/as, situaciéon
que al trabajar en equipos seguramente no sera necesaria). Puede que este sea
un buen momento para poner en comun las conclusiones con las que cuentan y
de este modo garantizar que todas y todos sigan trabajando el problema con las
férmulas correctas que describen cada una de las situaciones planteadas.

A partir de las férmulas obtenidas, encontrar el momento justo de cuando
conviene un ahorrista con respecto al otro analiticamente nos implicaria resolver
un sistema de ecuaciones con una ecuacion lineal y otra exponencial. Esto no
es comun en este nivel educativo y no creemos que los estudiantes cuenten con
las herramientas para resolverlo. Asi mismo, a través de la grafica de la situacion
podran encontrar el punto de equilibrio, pero al realizarla con lapiz y papel sera
complicado trazar adecuadamente la funcién exponencial. Es por ello que creemos
gue la respuesta a esta consigna sera aproximada. También en la tabla de valores
gue completaron veran que esta entre el dia 9y 10.

Notemos que hasta aca no hemos incentivado el uso de Geogebra a través
de las consignas, aunque podriamos haber cargado los valores para obtener la gra-
ficay la férmula. Si alguno lo hace por motu propio sera valorado y se acompanara
este avance, aprovechando para identificar las caracteristicas y estilos propios que
se despliegan al abordar un problema matematico.

Llegados a este punto, en la pregunta d) y en la e) se invita a trabajar con
el programa. La propuesta planteada es la de graficar estas funciones utilizando el
GeoGebra para visualizar el punto de equilibrio y contrastar luego con los resulta-
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dos analiticos, esta actividad tiene como objeto favorecer el “viaje” de ida y vuelta
desde lo empirico a lo tedrico.

El software no esta utilizandose en este caso como un apoyo en la explora-
ciéon sino como instrumento de corroboracién, de confrontacion y de comprobacion.

Mientras que en la primera consigna se busca que las y los estudiantes anti-
cipen una respuesta desde sus percepciones sin calcular y en la segunda que encuen-
tren valores analiticamente, en estas Ultimas se invita a trabajar con el GeoGebra
buscando corroborar lo hecho anteriormente. Graficando con el software, el pro-
grama facilita una devolucion rapida de la situacion que permite a cada estudiante
confrontar sus hipotesis. Esta devoluciéon “de la pantalla” genera que ellas mismas
y ellos mismos puedan repreguntarse, que se autoevallen, que modifiquen sus res-
puestas, etc. Con esto se estaria alentando a las y los estudiantes a que valoren sus
producciones matematicas; realicen consultas; defiendan posturas y construyan hi-
potesis explicando desde las construcciones matematicas personales o de sus pares.

Como comentamos anterior-
mente, sabemos que no es usual
resolver, en las clases de mate-
matica de la escuela secunda-
ria, sistemas de ecuaciones
con exponenciales a través
del uso de lapiz y papel. Sin
embargo, utilizando GeoGebra
estas posibilidades se amplian, ya
gue el programa tiene distintas herra-
mientas para encontrar ese punto.
Por ejemplo se puede solicitar a
través de la herramienta inter-
seccion que aparece en el menu
de punto, que nos mostrara el
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punto de interseccion entre los dos objetos que estamos trabajando (las dos gra-
ficas de las funciones). De esta manera podremos verlo graficamente (Figura 18) y
en la ventana algebraica obtener la solucién de este sistema de ecuaciones.

2 - &, P o NP -
Y EY BB Dol s PARN B2 ER
* Visla Alpebraica * | * Vista Grafica
Fundsin
e f{x) ==x | 10 .
# gix) = 0,01.2"
Punia
# A= (0,96, 9.96) B
ol
i
5
o-2 ] 1 [ '] 14 13

En la vista grafica se observa el punto de interseccion de las dos curvas y
en la vista algebraica su correspondiente solucion analitica.

También se puede encontrar el punto de equilibrio visualmente sin solici-
tarlo al programa. Lo importante es que todas y todos las y los estudiantes puedan
identificar que en ese punto estarian al mismo tiempo dandose la misma cantidad
de dinero ambos sefiores y que a partir de ese instante cambia quién se beneficia
con la situacion.
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¢. Desde el aula de secundaria

Hasta ahora les compartimos algunos problemas de los que trabajamos en
los encuentros y les socializamos las diversas formas de resolucién que aparecieron
en el intercambio entre pares, junto con la explicacién del uso de algunas herra-
mientas del software y reflexiones sobre la ensefianza y aprendizaje con su uso.

A continuacion les brindaremos a modo de ejemplo el analisis de una cla-
se planificada a partir de uno de los encuentros que se desarrollé en un aula de
secundaria. Nos parece muy enriquecedor observar qué es lo que sucede en las
aulas con lasy los estudiantes de la escuela y vislumbrar el potencial que tiene esta
herramienta tanto para la ensefianza y aprendizaje de la matematica, como para
repensar nuestro rol docente.

La funcion lineal como punto de partida

1. a) A partir de estas fun-
ciones completa la tabla de
la funcion H(x) siendo esta
el producto de F(x) por G(x)
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b) Indica qué signo tendra cada una de las imagenes de estos valores de x

X=10
X=-6
X=-0,84
X =325

¢) Traza un grafico aproximado sobre el grafico dado.
d) Ingresa las funciones F y G en Geogebra ¢;Coémo construirias H(x)?

Si lo comparas con el grafico que realizaste ¢son similares? ;Alcanzaron los
puntos encontrados para que sea similar al grafico trazado con GeoGebra?

2. Si queremos obtener una parabola con concavidad positiva ;Qué carac-
teristicas deben tener las rectas? Da ejemplos. ;Y con concavidad negati-
va? Da ejemplos.

3. a) ;Como se puede encontrar el eje de simetria y el vértice?

b) ; Como deben ser las rectas para que el vértice esté ubicado en el primer
cuadrante? ;Y en el sequndo? ;Y en el tercero?
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c) ;/Coémo deben ser las rectas para que la parabola tenga maximo en
el primer cuadrante? ;Como deben ser las rectas para que la parabola
tenga minimo en el cuarto cuadrante?

4. ;Cémo deben ser las rectas para que la funcion H(x) tenga dos raices
distintas? ¢ Y para que tenga una raiz doble? ;Y para que no tenga raices?

Una caracteristica de este problema es que, de acuerdo a los propositos
didacticos que se planteen, puede ser trabajado en diversos afos de la educacién
secundaria. En general, puede ser utilizado tanto para la introduccion del concep-
to particular de funcién cuadratica como utilizarse en afios posteriores para una
introduccion al trabajo con diversas funciones polinémicas.

A su vez, este problema, que originalmente fue trabajado en los encuen-
tros de articulacion, fue posteriormente puesto en obra en una escuela secundaria
por una docente participante de estos encuentros. El registro de esa implemen-
tacion fue compartido en los encuentros siguientes, sirviendo como insumo para
profundizar los analisis realizados. Compartimos aqui algunos datos de esta expe-
riencia, incluyendo algunas de las orientaciones realizadas en la clase. Por supuesto
son solo algunos ejemplos que cada docente podra adaptar y/o modificar, segun
su propia forma de trabajo y las caracteristicas de cada grupo.

El problema fue presentado a estudiantes de cuarto afio de una escuela de
gestion estatal de Florencio Varela. Se repartié una fotocopia para cada grupo con
la imagen como se puede ver mas arriba, decision orientada a agilizar el analisis
visual de las rectas dadas. La clase se desarrolld en el laboratorio de informatica, la
gue posee 20 computadoras de escritorio con el programa GeoGebra en sus dife-
rentes versiones: 5.0; 4.4; 4.2; 4.0 ; 3.0. Cada grupo de trabajo estuvo integrado
con no mas de 3 estudiantes.
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El item a) de la consigna 1, orientado al reconocimiento de la funcién lineal
y al arribo de la funcién cuadratica mediante el producto de funciones lineales, pue-
de ser resuelto tanto con lapiz y papel como con la computadora. Cualquier camino
elegido por las y los estudiantes puede ser eficiente, por lo tanto durante la clase
gue exponemos como ejemplo se aceptd el trabajo inicial de cada grupo. En fun-
cion de lo trabajado, la o el docente las y los fue guiando segun la opciéon escogida.

Solo dos grupos decidieron hacerlo directamente con el programa GeoGe-
bra y la primera dificultad fue indicar un punto en el plano de ejes cartesianos. El
punto (-3; 1) quedd marcado en la pantalla a través de tres puntos distintos: el (-3;
0), el (0; 1)y el (-3; 1). Tal vez por la forma que desde el pizarrén o en la hoja, con el
dedo o el lapiz marcamos el -3 en la abscisa y el 1 en la ordenada, para finalmente
marcar el punto deseado; fue llamativo que las y los estudiantes de los distintos
grupos marcaron en el programa los tres puntos indicados y afirmaba que estaban
marcando solamente uno, el solicitado (Figura 19).
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Algunas de nuestras practicas docentes pueden malinterpretarse y utilizando el programa quedan en evidencia,
ya que muchos/as estudiantes estaban convencidos que sélo introducian un punto en la grafica.

Este fue un hecho llamativo, el cual no pudimos anticipar al pensar y pla-
nificar la clase. Ante esta situacion la intervencién docente fue la de explicar en
cada grupo que las coordenadas del punto no se desglosan y que habia dos puntos
gue no pertenecian a lo pedido. Para reforzar su explicacion ayudo a que las y los
estudiantes alumnos/as vieran en la Vista Algebraica del programa que en vez de
aparecer Unicamente el punto buscado, aparecian 3. Asi, la informacién devuelta
por el software convencioé a las y los estudiantes permitiéndoles identificar la dife-
rencia entre lo solicitado y lo producido.

Otra dificultad a la que se enfrentaron, tanto los grupos que trabajaron en
lapiz y papel como los que utilizaron el software, fue la identificacién de la ecua-
cion de la recta a partir de su gréfico. Quienes utilizaban el GeoGebra pudieron
resolverla trabajando en forma geométrica, marcando dos puntos (el punto Ay el
punto B) para luego buscar con la herramienta recta que pasa por dos puntos, la
gréfica deseada. Luego, en la ventana algebraica pudieron hallar la ecuacion de la
recta asociada (Figura 20).
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Observamos ddonde encontrar la herramienta recta

Para el item b) las y los estudiantes tuvieron que sortear ciertas dificultades:
una vez que lograron representar las rectas, notaron que en la vista algebraica apa-
recen sus ecuaciones distintas a lo que estan acostumbrados. La funcién f: x +y =
-2 tuvieron que plantearla comoy = -2 — x para reconocerla, y lo mismo para g: -2
x+y=-1, pensada comoy = -1 + 2x. Entonces pudieron hallar en lapiz y papel a H
(x) como (.2 —x) . (-1 + 2x) y, a partir de este producto, completar la tabla. Al plan-
tear H(x) como producto de las funciones lineales, algunos grupos en sus carpetas,
a través de calculos algebraicos, hallaron que H(x) resultaba una funcién cuadratica.

En el item c) se plantea construir el grafico aproximado sobre el grafico
dado. Si la opcién fue trabajar con lapiz y papel, la representacion grafica resultd
dificultosa. Asi mismo, los grupos que trabajaron con GeoGebra, aunque pudieron
introducir los puntos facilmente, tampoco reconocieron la obtencién de una pa-
rabola, a pesar de haber hallado H(x) analiticamente. Luego de varios intentos, un
grupo hallé la curva a partir de la herramienta cénica que pasa por cinco puntos.
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Una vez construida la parabola, en varios grupos se sugirié ocultar objetos
pues la vista grafica de las rectas, con los puntos de la tabla de valores, impedia
reconocer y diferenciar los puntos nuevos que se marcaban. Esto puede hacerse
facilmente desde la vista algebraica presionando el circulo que tiene cada objeto
a su izquierda. Cuando ese circulito se despinta, en la vista grafica se ocultara su
representacion grafica. Es interesante observar, que si bien puede no verse, el pro-
grama sigue registrando su existencia y no se modifican las dependencias de otros
objetos que tenga asociada. Por lo tanto podemos concluir que ocultar un objeto
no es lo mismo que borrarlo (Figura 21).

A la izquierda observamos el gréfico ocultando objetos y a la derecha con las rectas
y la funcién cuadratica construida a partir de la conica que pasa por 5 puntos.

Continuando con el andlisis de la clase, por mas que “despejaran la grafi-
ca”, en algunos grupos la parabola no se identificd inmediatamente. En ese punto,
las y los estudiantes que ya la habian graficado pasaron por las computadoras de
sus compaferos para ayudarlos.

Vale aclarar que en este momento de trabajo quienes lo hacian con car-
peta y GeoGebra se inclinaron mas a la pantalla de la computadora, quedando la
primera opcion desplazada a un segundo lugar, solo para hacer célculos. Muchos
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alumnos se sorprendieron al ver en Vista Algebraica la funcion cuadratica que
habian hallado anteriormente de modo manual multiplicando las funciones f y g.

Cuestiones matematicas que debieron concluir las y los estudiantes hasta
este momento: los ceros de las rectas van a coincidir con los ceros de la funcién
cuadratica; el producto de dos funciones lineales resultara en una cuadratica, salvo
gue las rectas sean funciones constantes, o sea, con pendiente cero.

La intervencién docente en este momento fue la de preguntar: ; Conocien-
do las pendientes de las rectas vamos a saber qué concavidad tiene la parabola?
Entonces concluyeron que para la consigna 2 la concavidad va a depender del
signo de la pendiente de las rectas.

Las cuestiones concernientes a la consigna 3 del problema versan sobre el
eje de simetria y el vértice en relacion a cdmo deben ser las rectas. Algunos grupos
para buscar el vértice y el eje de simetria de la parabola trazaron una recta per-
pendicular al segmento de extremos en las raices. Luego descifraron que esa recta
debia ser la mediatriz y, a partir de esta, localizaron el vértice (Figura 22).

Se observa como construyeron el segmento entre las raices de la funcion cuadratica y su mediatriz.
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Quienes no identificaron el uso de la mediatriz, trabajaron con una perpen-
dicular desde el punto cercano al vértice. Luego, con la herramienta Elige y mue-
ve (arrastra o selecciona objeto) fueron moviendo y observando las coordenadas
hasta identificar cudndo ese punto era un maximo.

Se propuso la discusion sobre cémo deben ser las rectas para que el vértice
de la parabola obtenida a partir de su producto estuviese ubicado en cada uno de
los cuatro cuadrantes.

Luego, a partir de esto se discutié en qué casos era posible y en cuales no
que la parabola resultante del producto de dos rectas tuviera maximo o minimo en
cada uno de los cuatro cuadrantes.

Es importante destacar que en este momento se arrib6 a la conclusion de
gue para poder graficar con este método, es necesario que las parabolas tengan
raices reales.

Un buen cierre del problema fue plantear situaciones que no se respondie-
ron en ese momento, tales como:

e ;Se puede, con este método del producto de funciones lineales, obte-
ner una parabola con punto minimo en el 1°y 2° cuadrante?
e ;Y una parabola con punto maximo en 3°y 4° cuadrante?

La clase culminé con una revision general de lo que se habia trabajado,

guedando pendientes las preguntas finales sin respuestas para el préximo encuen-
tro de matematica.
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d. Algunas conclusiones

Al finalizar los encuentros de los tres afos entre docentes de la Escuela
Secundaria y de la Universidad pudimos observar que se ha logrado una verdade-
ra articulacion entre ambos niveles debatiendo sobre problematicas y situaciones
reales que atravesamos en nuestras aulas. Los problemas que trabajamos fueron
un disparador para pensar nuestras practicas e intercambiar experiencias. Pudimos
hablar y discutir sobre la realidad de nuestras y nuestros estudiantes y nuestras
practicas, y no de un imaginario.

Pudimos concluir conjuntamente que, para llevar a cabo el tipo de trabajo
aulico que proponemos aqui, es necesario construir secuencias didacticas centra-
das en las actividades significativas que pueden realizar las y los estudiantes y
ello a su vez implica ir modificando la visiéon clasica respecto a la organizaciéon de
una clase. En este sentido, quizas lo mas dificil sea abandonar algunos habitos
que la escolarizacion ha establecido, como por ejemplo el hecho de concentrar la
atencion solo en la o el docente, quien en muchos casos siente que siempre debe
controlar todo lo que hacen las y los estudiantes en el espacio de la clase. También
se observé que en algunos casos la costumbre de trabajar los temas en un orden
inamovible era un obstéaculo y que los mismos se podrian ir modificando segun las
necesidades de cada grupo.

Esta propuesta de seleccionar problemas mas atractivos, como los nombra-
ron en las devoluciones que tuvimos de los encuentros, y/o incorporar la tecnologia
a la ensefanza de matematica, nos permite generar en el aula estrategias de traba-
jo colaborativo entre pares. Esto favorece el intercambio entre las y los estudiantes
a partir de la socializacién tanto de preguntas individuales como las de los grupos,
ya que las mismas pueden ser Utiles para abrir el sentido de la problematica a
desarrollar o para complementar o mejorar las propias producciones. Ademas, les
permite realizar actividades de busqueda de informacién y de andlisis. Durante los
intentos de resoluciones apareceran algunas validas y otras no, lo que estimulara
posibles discusiones matematicas entre estudiantes en la busqueda de lograr la
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construccion de respuestas consensuadas. También permite que puedan recons-
truir el nuevo conocimiento a partir de las estructuras conceptuales que ya poseen.

En la evaluacion final se compartié que, en algunas oportunidades, tal vez
por temor a lo desconocido o a lo poco explorado, nos brinda seguridad ofrecer a
nuestras alumnas y nuestros alumnos una clase tradicional en lugar de brindarles la
posibilidad de dejar que hagan otro tipo de trabajo mas independiente, el cual bien
guiado puede resultar mucho mas satisfactorio y significativo. Lo que proponemos
aqui no se trata de docentes pasivas o pasivos que dejen a sus estudiantes trabajar
solas y solos, es mas bien todo lo contrario. Para llevar a cabo este tipo de trabajo
se requiere de una docente activa o un docente activo que interactte con las y los
estudiantes ayudando a complementar sus respuestas, motivando el andlisis de
diversas maneras de interpretar un planteo, invitando a estudiar diversas variantes
de resolucion ante una misma solucién, estimulando la busqueda de caminos mas
Optimos que otros.
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Serfa interesante poner en practica el constante ejercicio de abrir el aula
a la cotidianidad reconociendo la importancia que tiene el saber docente como
gestor de la relacion pedagodgica. Se trata asi de intentar una articulacién entre lo
gue debemos ensefiar y lo que a nuestras y nuestros estudiantes les podria resultar
interesante aprender. En el intercambio se explicitdé que esto puede tornarse algo
dificil en algunas ocasiones, ya que en nuestra propia experiencia como estudian-
tes no lo vivenciamos, y que no habiamos recibido este tipo de orientacién cuando
nos formamos. Se trata de una aventura de la que estamos convencidas y conven-
cidos que vale la pena ponerla en practica. Tal vez las primeras veces no salga todo
como lo planeamos, pero seguramente ird mejorando clase tras clase.

Por otro lado, es fundamental pensar en las Tics como herramientas en-
riquecedoras y complementarias para las clases y no como una carga dificil de
llevar a la practica. Uno de los aportes que brindan las tecnologias es el abrir la
posibilidad de pensar una nueva matematica y junto con ella nos invita a pensar
una educacién diferente también.

Sabemos que en la actualidad las y los estudiantes / ciudadanos de Floren-
cio Varela y sus alrededores, sienten que seguir estudiando es una nueva posibili-
dad para sus vidas por la cercania de la UNAJ. Es por ello que afirmamos nuestro
convencimiento de que creando nexos entre la universidad y las escuelas secunda-
rias a las que asisten les permitirad ganar confianza en cuanto a sus aptitudes para
acceder a los estudios superiores.
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